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Indukcja matematyczna

Zasada Minimum

Dowolny niepusty podzbior S zbioru liczb naturalnych ma w sobie
liczbe najmniejszq.

Zasada Indukcji Matematycznej

Jesli Z € N jest jakims zbiorem liczb naturalnych,

« W ktérym jest ko, tzn. ko € Z,

. oraz £ wraz z kazdg liczbg naturalng k = ko zawiera réwniez
kolejng liczbe k +1 tzn. "k 2 ko k€ Z= k+1l€ Z

to wtedy zbior £ zawiera wszystkie liczby naturalne n = ko,
tzn. Z 2N-{0,1,.. . ko —1}



Czesto wygodniej jest zamiast Indukcji Matematycznej stosowac z pozoru
mocniejszg Zasade Indukcji Zupetnej. Tym razem, po to, by wywniosko-
wad, iz keZ bedziemy mogli skorzystac nie tylko z faktu, ze k-1€Z, ale ze
znacznie mocniejszego zatozenia, ze wszystkie liczby mniejsze niz k, tzn.
0,..k-1,sawZ.

Jesli £ € N jest jakims zbiorem liczb naturalnych, ktory wraz
z kazdym poczqtkowym fragmentem zbioru N postaci {0, k=1
zawiera rowniez kolejng liczbe k

(tzn. Tk € Njesti (VU< k L€ Z), 4o réwniez k nalezy do Z),

to wtedy 7 zawiera wszystkie liczby naturalne, tzn. Z = H.



Zasada Indukcji Zupetnej (Z1Z) pozwala skorzysta¢ w dowodzie kroku
indukcyjnego(k € Z) ze znacznie szerszego zatozenia indukcyjnego, ze
[ € Zdla wszystkich [ < k (a nie tylko dla k — 1 jak w indukcji
matematycznej).

Zwrocmy uwage, ze w Zasadzie Indukcji Zupetnej nie ma wyrdznionego
kroku bazowego; jest on ukryty w warunku dla k = 0: poprzednik
implikacji jest wtedy trywialnie spetniony. Zazwyczaj w dowodach przez
indukcje zupetng dowdd tego brzegowego warunku (bazowego) jest
odrebny.



Przyktad

Mamy prostokatng czekolade ztozong z n=a-b (a, b >0) kwadratowych
kawatkow, zwanych dalej kostkami. Kazdy prostokatny fragment czekolady
ztozony z catych kostek nazywamy kawatkiem czekolady.

Przez utamanie czekolady rozumiemy rozciecie kawatka czekolady wzdtuz linii
pomiedzy kostkami tak, by dosta¢ dwa kawatki. lle razy trzeba utamadé
czekolade aby rozdzieli¢ jej wszystkie kostki?

Stosujac zasade IZ wzgledem liczby n kostek w czekoladzie udowodnimy, ze
niezaleznie od kolejnosci cie¢ potrzeba i wystarcza doktadnie n-1 ciec.



Dowadd

. Jesli czekolada ma tylko 1 kostke, to nie trzeba niczego dzieli¢, wiec O cieé
wystarcza.

. Gdy czekolada ma k kostek, to pierwsze jej ciecie podzieli jg na dwa
prostokaty o odpowiednio ko i k; kawatkach, przy czym ko + k1 =kijko, k1 <k,
Korzystajac teraz z zatozenia indukcyjnego wiemy, ze aby potamac te mniejsze
kawatki potrzeba i wystarcza odpowiednio % — 1iki —1 cie¢. W sumie
wykonamy wiec1+ (ko —1) + (k1 —1) = (k — 1) cje¢, co byto do
udowodnienia.



Zasada Maksimum

Dowolny niepusty i ograniczony od gory podzbior S €M zbioru liczb
naturalnych ma w sobie liczbe najwiekszq.

Nastepujace zasady sg rownowazne:
« Zasada Minimum (ZMin),
« Zasada Indukcji Zupetnej (212),
. Zasada Indukcji Matematycznej (ZIM),
. Zasada Maksimum(ZMax).

Prosze przeczyta¢ dowdd tej rownowaznosci w [4].



Przyktad

Udowodnij, ze liczba 11"-4" jest podzielna przez 7 dla wszystkich n>0
Dowdéd

n=1to 11-4=7 jest podzielne przez 7

jezeli 11%-4* jest podzielna przez 7, to znaczy, ze istnieje liczba naturalna
p taka, ze 11*-4* =7p

wezmy 114141 = 11(11*-4%) + 7-4* = 11-7p + 7-4* = 7-[11p+4*] czyli tez
jest podzielne przez 7, a wynikiem dzielenia jest liczba 11p+4*

zatem na mocy zasady IM dla wszystkich n>0 liczba 11"-4" jest podzielna
przez 7



Rekurencja

W?zér (przepis) na liczenie silni: ,,n! to iloczyn kolejnych liczb naturalnych
od 1 do noraz 0!=1". Oto wartosci silni dla kilku poczgtkowych liczb

naturalnych:
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Mozna jednak zdefiniowac silnie rekurencyjnie:

sp =1
SJ] = TL" SJ]_l d.l.ﬂ. Tl E 1.



Przyktady wadliwe definicji rekurencyjnych

sp=10
S]i =Tl S]]_l d.l.ﬂ. T E 1

{Sn =1
Sy, =M 55,2 dla n>= 2.
Przyktady poprawne

- cigg arytmetyczny dla r=2
wzor ogdlny
{sn =10
Sy =385,_1+2 dla n=1 Sn = 2n.

- Cigg geometryczny dla =2
wzor ogolny

sp=1
sp =251 dla n>=1 sp = 2™



- definicja potegowania

{ a’=1
a"=a""a dlan>0

n
- definicja sumy skoriczonej S,= kZ,Oak
So = do

Sn+1 = Sn + an+1 dla nZO
n

- definicja liczby harmonicznej H,= 2. 1/k dlan>0
k=1

{Ho =0
Hoa=H,+1/(n+1) dlan>0



Wieze Hanoi (E. Lucas, 1883)

U zarania czasu Bog umiescit 64 ztote krqzki na jednej z trzech
diamentowych iglic (nazwijmy jq A) tak, Zze krqzki wyzej umieszczone
miaty mniejsze promienie. Nastepnie Bog polecit grupie mnichow
przetozenie tych krqzkow na trzeciq iglice (nazwijmy jg C), ale tak by:
(1) w jednym ruchu przenosic tylko jeden krgzek, (2) krqgzek wiekszy
nigdy nie moze lezec¢ na krqzku mniejszym, (3) mozna postugiwac sie
iglicq B. Mnisi pracujq od zarania dziejow dzien i noc ... lle czasu im
to zajmie?

By obliczy¢ ilos¢ potrzebnych do wykonania ruchéw, przeanalizujmy
najpierw mate przypadki:

tatwo zauwazy¢, ze dla 1 krgzka potrzebny jest jeden ruch: A — <

Podobnie dla dwu krgzkow mozemy postgpié: 4 =B, A—=C, B—=C



Przy 3 krgzkach postepujemy tak: najpierw przenosimy dwa gorne krazki
na iglice B postugujac sie iglicg c (A — ¢, 4 — B, C — B) nastepnie
przenosimy najwiekszy krgzek z A na ¢ (4 — <€) i przenosimy krazki z B na
C postugujac sie iglicg A (B — 4, B—C, A—C), To rozumowanie
pokazuje, ze potrzeba tu 7 ruchéw.

Oznaczmy przez Hx (nie ma to nic wspdlnego z liczbg harmoniczng, tylko

z ,Hanoi”) liczbe ruchow potrzebnych do przeniesienia n krgzkéw z
jednej iglicy na drugg. Aby przenies¢ n krazkéw z 4 na ¢ mozemy postgpic
podobnie jak w przypadku 3 krazkéw:

- przenosimy n — 1 gérnych krgzkéw na iglice B postugujac sie iglicg C -
potrzeba na to Hn—1 ruchow

- przenosimy najwiekszy krgzek z A na C - to tylko jeden ruch

- przenosimy n — 1 krgzkdw z B na € postugujac sie iglicg A - zndw potrzeba
na to Hn.—1ruchow.



A zatem Hn = Hn—l + 1 + -H:li—l =2 n—1+ 1
lle wobec tego wynosi Hegy?

Mamy rownanie rekurencyjne
H, { 1
H, 2 Hp1+1 dla n=2

bardzo podobne do ciggu geometrycznego. _ _ _
Mozemy policzy¢ kilka jego wyrazéw: 1, 3, 7, 15, 31, €3, 127,...
i rozpozna¢ w nim cigg poteg dwadjki zmniejszonych o 1.

es e — Omn b
Ale czy rzeczywiscie Hy=2"-17



| znéw, aby sie upewnié, ze nasze odgadniecie byto poprawne,
sprawdzamy indukcyjnie, ze

2 11—1"'1:E'(Eﬂ_l—1\J‘|‘1=E'EH_1—E+1=E“—1=H-H

- « 7 . . ' = . Ve . .
co oznacza, ze rzeczywiscie ciag 2" — 1 spetnia réwnanie rekurencyjne,
ktérym zadany jest cigg Hn.

A wiec Hes = 2% — 1= 100 000 000 000 000 000 000, co przy przenoszeniu

jednego krazka na sekunde zajmie ponad 3 000 000 000 000 Iat, a przenoszac
te krazki "komputerem" 3GHz potrzeba bedzie... i tak ponad tysigc lat!



Przyktad

Znajdz postac zwartg zadanego ciggu rozwijajgc rownanie rekurencyjne:

ap = 2,
2
ﬂ']'ﬂ-l—l = ﬂ']]'
Policzmy:
_ 2 _ 4 _ B _ _ At a0
p =0, 1 =0, 2= 05 3 =4y =4



Przyktad: Jaka jest najwieksza mozliwa liczba {= obszaréw wyznaczonych
przez n prostych na pfaszczyznie?

Sprawdzmy najpierw kilka pierwszych wartosci. Gdy nie ma zadnej proste;j
obszar jest jeden. Jedna prosta tworzy zawsze dwa rozne obszary. Ktadac
drugg prostg (byle nie réwnolegtg do pierwszej) otrzymujemy 4 obszary.

W tym momencie mozemy pokusic sie o zgadywanie i przypuscié, ze

ln = 27, Jednakze dla trzech prostych jest to 7. Zauwazmy, ze nowa
prosta zwieksza ilos¢ obszaréw o k jesli przecina doktadnie k — 1z
poprzednich prostych i to w nowych punktach przeciec. Z drugiej strony
dwie proste mogg sie przecig¢ w co najwyzej jednym punkcie i przecinajg
sie o ile nie sg rownolegle. Widzimy zatem, ze najwiecej obszarow
dostaniemy kfadac kolejne proste w ten sposdb aby zadne dwie nie byty
rownolegte i zadne trzy nie przecinaty sie w jednym punkcie.



Otrzymujemy nastepujgce rownanie rekurencyjne:

{ lo=1
|n = In-1+n dla n>0
Ponownie rozwigzemy réwnanie rozwijajac je:

E]1=Ejg_1‘|‘ﬂ=E;1_2+fﬂ—1)+ﬂ=En_3‘|‘[’ﬂ—2:|‘|‘['ﬂ—1:|‘|'ﬂ=...
nin+1)

by 3

f

=lp+14+24...4n=1+

gdzie ostatnia rownos¢ wynika z - juz udowodnionego - wzoru na sume
kolejnych liczb naturalnych.



