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Grafy — podstawowe definicje

Graf to para G=(V, E), gdzie V to niepusty i skonczony zbidr, ktérego
elementy nazywamy wierzchotkami lub weztami, E to skonczony zbiér
z powtodrzeniami jedno i dwuelementowych podzbiorow V, zwanych
krawedziami.

Jednoelementowe podzbiory V nazywamy petlami, a podzbiory
powtarzajgce sie nazywamy krawedziami wielokrotnymi.

Graf prosty to graf G=(V, E), w ktérym E jest zbiorem dwuelementowych
podzbioréw V.

A zatem graf prosty to graf bez petli i bez krawedzi wielokrotnych.



Krawedz tgczaca v z w oznaczana bedzie jako vw. Jesli istnieje krawedz vw
to méwimy, ze vi w sg s3siadami; oraz ze krawedz vw jest incydentna do
v oraz incydentna do w. Ponadto, dla grafu G symbolem V(G) bedziemy
oznaczac jego zbidér wierzchotkow, zas symbolem E(G) jego zbior
krawedzi. Czasem, dla odrdznienia grafu od grafu prostego, graf bedziemy
nazywac tez grafem ogolnym.

Czesto spotyka sie w literaturze definicje, ze stopien wierzchotka v

w grafie G to liczba krawedzi incydentnych z v. Definicja powyzsza jest
poprawna jedynie dla grafow prostych. W grafie ogélnym stopien
wierzchotka trzeba zdefiniowac inaczej, a mianowicie, ze jest to suma
podwojonej liczby petli {v} i liczby krawedzi {v,w} nie bedacych petlami.

Stopien wierzchotka v oznaczany jest jako deg(v) lub deg v.



Przyktad: graf ogdlny

G=(V,E)
V ={a,b,c}

E ={{a}, {a,b}, {a,b}, {a,c}, {c}}



Twierdzenie

Z_deg v =2|E|.

Jesli G=(V, E) jest grafem ogdlnym, to vev
A zatem liczba wierzchotkéw o nieparzystym stopniu jest parzysta.

Dowdd

Kazda krawedz, ktdra nie jest petlg, jest incydentna do dwdch wierzchot-
kow. Zliczajgc krawedzie incydentne do kolejnych wierzchotkdw, a nas-
tepnie sumujac te wartosci, kazda krawedz vw zostanie zliczona dwa razy:
raz przy rozpatrywaniu wierzchotka v, a drugi raz przy w. Petla zawsze
liczone sg podwojnie. Zatem mamy podwojong liczbe krawedzi.



Dla graféw prostych G=(V, E), G1=(V4, E1), G,=(V>, E;) definiujemy
nastepujgce pojecia:

suma graféw G1U Gz = (11 U3, Ey U Ey),

przeciecie grafow G1N Gz = (Vi NV, E1 N Ey)

réznica grafow G1— Go = (11— 12, E1 - Ea),

podgraf grafu G to graf H, w ktorym V(H) CV(G) j E(H) C E(G),

ktére nie budza zadnych watpliwosci interpretacyjnych. W przypadku
graféw ogdlnych sprawa nie jest juz taka prosta. Zbiory E, E1, E; s3
wowczas zbiorami z powtdrzeniami.



to rodzina elementéw, w ktorej x; powtarza sie k; razy, x, powtarza sie k,
razy, itd. az do x, ktore powtarza sie k, razy. Zbior taki zapisujemy
rowniez w postaci X = <k1*x1, ko*xy, k3*x3, ... kn*x,>, a liczby k1, ko, ... k,
nazywamy krotnos$ciami. Inny sposdb zapisania takiego zbioru to:

X =<{x1, X2, X3, ... Xn}, {{x1, k1), (x2, k2), ... (Xn, kn)} >.

Moc zbioru z powtdrzeniami to suma krotnosci jego elementow.

Przypomnijmy, ze podzbidr skonczonego zbioru z powtdrzeniami

X =<ki1*x1, ky*x, ... kn*x,> moze by¢ wyznaczony przez wektor

(m1, my, ... m,), gdzie 0<m<k,, 0€m,<k,, ... 0<m.<k,. Liczba podzbioréw
skonczonego zbioru z powtdrzeniami o krotnosciach kq, ky, ... k, jest
rowna (ki+1)( ko+1) ... (k,+1).



Suma dwoch zbioréw z powtdrzeniami jest tworzona przez okreslenie
krotnosci kazdego elementu w sumie jako maksimum krotnosci tego
elementu w sktadnikach sumy. Odpowiednio dla iloczynu bedzie to
minimum krotnosci, a dla réznicy — ograniczona (od dotu przez 0) réznica
krotnosci.

W przypadku takich zbioréw mozna réwniez méwic o , krotnosciowej”
sumie zbiorow, w ktdrej krotnosc¢ elementu to suma algebraiczna
krotnosci tego elementu w sktadnikach.

<a,a,b,c>l<a,b,b>=<a,a,a,b,b, b, c>



Dla graféw ogdélnych G1=(V4, E1), Go=(V,, E;) suma grafow G.[1G, =
(V/0V,, E1[JE;), przy czym druga operacja sumy dotyczy zbiorow z
powtdrzeniami.

Podobnie trzeba zdefiniowad iloczyn graféw ogdlnych i réznice grafow
ogdlnych, a takze w miare potrzeb sume , krotnosciowg” grafow.

Podgraf grafu ogdlnego G=(V, E) to graf ogdlny H, w ktérym V(H) S V(G) |
E(H) € E(G), ale to drugie zawieranie jest operacjg zawierania sie zbioréw
z powtdrzeniami, zdefiniowang wyzej.



Restrykcja grafu prostego G=(V, E) do podzbioru X1V to
G|x= (X, {{v,w}: vOX, wllX, {v,w}LIE}), zwany rowniez podgrafem
indukowanym.

Rozszerzenie na grafy ogdlne jest oczywiste.

lloraz grafu prostego G przez relacje rownowaznosci ? © V' x V' na zbiorze
jego wierzchotkéw to graf postaci

GI.-'fI"?' = I:‘[ r;HI {{n“;‘aﬁ". 'r'i'la"llfi‘l} : {.“. n'lf‘} = .IL'” T przy czym (V, w)DG

W tym przypadku rozszerzenie na grafy ogdlne nie jest trywialne. Moina
np. moéwic o ilorazie grafu prostego, ktory to iloraz jest grafem ogdlnym,
w ktorym krawedz miedzy klasami abstrakcji jest wielokrotna, a jej
krotnos¢ wynika z liczby krawedzi miedzy elementami tych klas w grafie
prostym.



Sciagniecie zbioru wierzchotkéw X C vV w grafie prostym G=(V, E) to
szczegblny przypadek ilorazu G/ w ktérym klasy réwnowaznosci
wszystkich wierzchotkdw spoza X sg jednoelementowe, a X stanowi
dodatkowa klase, tzn. V/8 = {{v} :v € V = X} U{X} W ten sposéb zbidr X
zostat sciggniety do punktu, ktérego sgsiadami sg sgsiedzi jakiegokolwiek
wierzchotka z X. Z drugiej strony, jedli? © V x V jest relacjg
rownowaznosci o klasach X1,---, Xk, to éciggajac w grafie G kolejno
zbiory X1,- -, Xk otrzymamy graf ilorazowy G/?.



Graf skierowany (lub inaczej digraf) to para D = (V, E), gdzie V jest

zbiorem wierzchotkdw, zas E jest zbiorem krawedzi skierowanych, czyli
ECV xV,

Krawedz digrafu przestawiamy graficznie jako strzatke ukazujacg kierunek
uporzgdkowania elementdw w parze.

C@Df’\@




Graf szkieletowy digrafu D to graf otrzymany z D poprzez zaniedbanie
(usuniecie) kierunku krawedzi, ale nie samych krawedzi.

Graf pusty to graf bez krawedzi, zwany czesto antyklikg. Antyklike o n
wierzchotkach oznaczaé bedziemy przez .4x.

Graf petny to graf, w ktérym kazde dwa wierzchotki potgczone s3
krawedzig. Graf petny nazywany jest takze klikg i oznaczany przez A,
gdzie n jest liczbg jego wierzchotkow.

Twierdzenie

n(n—1)

Liczba krawedzi w klice &r wynosi — 2



Graf dwudzielny to graf G = (V, E) w ktérym zbiér v da sie podzielié na
dwa roztgczne podzbiory Vi oraz V2 tak, by zadne dwa wierzchotki w
obrebie tego samego podzbioru Vi nie byty sgsiadami. Czasem, dla
podkreslenia takiego podziatu, graf dwudzielny bedziemy oznaczaé przez
(ViU V2, E), Zauwazmy jednak, ze podziat taki nie jest jednoznaczny, np.

w antyklice A. dowolny podziat zbioru wierzchotkdéw na dwa podzbiory
jest podziatem dwudzielnym.

Petny graf dwudzielny to graf dwudzielny G = (ViU 12, E) w ktérym kazdy
wierzchotek z V1 jest potgczony z kazdym wierzchotkiem z V. Petny graf
dwudzielny oznaczaé bedziemy przez Ar.s, gdzie r jest rozmiarem V4,

a s rozmiarem vz,



Przyktady graféw petnych
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Przyktady petnych graféw dwudzielnych



Reprezentacje

Pierwszg wygodng reprezentacjg grafu jest lista list, czyli lista nazw
wierzchotkow, gdzie po kazdej nazwie wierzchotka wystepuje lista nazw
jego wierzchotkéw sasiednich.

Druga reprezentacjg jest macierz sgsiedztwa. Dla grafu o n wierzchotkach
Jest to macierz nxn, ktdrej wyraz o indeksach j, j jest rowny liczbie
krawedzi tgczgcych wierzchotek i-ty z j-tym.

Trzecig reprezentacjg jest macierz incydencji. Dla grafu o n wierzchotkach
i m krawedziach jest to macierz nxm, ktérej wyraz o indeksach i, j jest
rowny 1 jezeli wierzchotek i-ty jest incydenty z krawedzig j-tg, oraz 0

W przeciwnym razie.

W przypadku diagrafédw reprezentacje te sg odpowiednio modyfikowane.
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Graf, w ktérym kazdy wierzchotek ma ten sam stopien nazywamy grafem
regularnym. Jesli kazdy wierzchotek ma stopien r, to graf nazywamy
regularnym stopniar.

Graf pusty jest grafem regularnym stopnia O.
Grafy regularne stopnia 3 nazywamy grafami kubicznymi.

Graf petny jest grafem regularnym stopnia n-1.



Grafy platonskie to grafy (regularne) utworzone z krawedzi i wierzchot-
kéw wieloscianéw foremnych:
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Marszruta w grafie G z wierzchotka w do wierzchotka u to skonczony cigg
krawedzi w postaci W1, V1t2y. .. 3y V11,
W skrdcie marszrute takg oznaczamy przez
w—1v] — Uz — ... = U1 — U,
przy czym strzatki oznaczajg tu krawedzie nieskierowane!

Wierzchotek w nazywac bedziemy poczatkowym, a u korncowym
wierzchotkiem marszruty. Marszruta zamknieta to marszruta konczaca sie
w punkcie wyjscia, czyli taka, w ktorej w = u. Dtugos¢ marszruty

w— v — U2 — ... = Uk—1 — U to liczba jej krawedzi.

Uwaga: niektdre wierzchotki, a nawet krawedzie, mogg powtarzad sie
w marszrucie!



Marszruta moze by¢ réwniez zdefiniowana w grafach skierowanych.
Definiuje sie jg analogicznie, uwzgledniajgc jednak kierunek krawedzi.
Marszruta taka, zgodna z kierunkiem krawedzi nazywana jest marszrutg
skierowana.

Droga (albo sSciezka) to marszruta bez powtarzajgcych sie wierzchotkow.
Cykl to marszruta zamknieta, w ktérej jedynym powtarzajgcym sie
wierzchotkiem jest jej poczatek (bedacy oczywiscie réwniez jej koncem).
Czasem wygodnie jest traktowaé marszrute w grafie G (a wiec w szcze-
golnosci réwniez cykle i Sciezki) jako podgraf

M = (V(M),E(M)) = ({vo, .. stk }y{vo,v1}yeee s fvk—1 vk ) -



Graf spdjny to graf, w ktédrym miedzy dwoma dowolnymi wierzchotkami
istnieje droga. Graf niespdjny to graf, ktory nie jest spdjny.

Spéjna sktadowa grafu G = (V, E) to maksymalny (w sensie inkluzji)
podzbidr X €V, indukujacy graf spdjny Glx.

Dowolny graf G rozpada sie na spdjne sktadowe, tworzgce podziat zbioru
V. Grafy spdjne majg jedynie jedng spdjng sktadowg, w przeciwienstwie
do graféw niespdjnych posiadajgcych ich wiece;j.

Rozktad na spdjne sktadowe wyznacza relacje rownowaznosci
o CV % V, dlaktérej graf ilorazowy &/ 7 jest antyklika.

Wierzchotek izolowany to wierzchotek nie posiadajgcy sgsiadéw.

Punkty izolowane tworzg jednoelementowe spdjne sktadowe.



Intuicyjnie wydaje sie, ze graf spdjny powinien mie¢ dostatecznie duzo
krawedzi w stosunku do liczby wierzchotkdw. Okazuje sie jednak, ze w
grafie spojnym G = (V, E) mozemy wymusi¢ jedynie V| — 1 krawedzi.

Z drugiej jednak strony, gdy graf G ma wiecej niz V|- (V|- 1)/2 krawedzi,
to musi by¢ spdjny. Rezultaty te mozna uzyskac z bardziej ogdlnego
wyniku:

Twierdzenie

W grafie prostym G = (V,E) o I sktadowych spdéjnych liczba jego krawedzi
(VI=k)(V]-ktD)

spetnia nieréwnosci |V | — k = |E[ =
Ponadto, sg to najlepsze mozliwe ograniczenia, tzn. istnieje graf prosty
G = (V,E) o doktadnie k sktadowych spojnych, w ktérym |E| = [V]| -k,

a takze istnieje graf prosty G = (V,E) o doktadnie k sktadowych spdjnych,
_ (V=R V] —it)

w ktérym IE|



Kota to grafy powstate przez dodanie do cyklu jeszcze jednego wierzchot-
ka i potaczenie tego wierzchotka ze wszystkimi wierzchotkami cyklu.
Koto o n wierzchotkach oznaczamy W,,.

Wy . .



Graf Grotzscha




Graf Petersena




Hipergrafy

Hipergraf to para H = (V, E), gdzie V jest dowolnym, niepustym zbiorem
wierzchotkdw; E jest podzbiorem zbioru P(V)-0 wszystkich mozliwych
niepustych zbioréw, ktérych elementy nalezg do V. Elementy E nazywamy
hiperkrawedziami.

Macierz incydencji jest jedng z najpopularniejszych i najwygodniejszych
metod reprezentacji hipergrafu. W macierzy incydencji wiersze
odpowiadajg krawedziom, a kolumny wierzchotkom hipergrafu. Jesli
element macierzy jest réwny 1, to i-ta krawed? jest incydentna do J-tego
wierzchotka. W przeciwnym przypadku element ten jest rowny 0.



Przyktadowy hipergraf H;
zawiera szes$é
wierzchotkéw

V= {wy, v, U3, Vg, Us, Vg }
oraz trzy hiperkrawedzie:
E ={E,, E;, Es}.

Dwie hiperkrawedzie s3
incydentne do trzech

wierzchotkdow:

Ey = {vi, 00,18}

Ey = {va, 13,14 },
natomiast trzecia krawedz
jest incydentna do dwdch wierzchotkdéw: £3 = {vs,v6 .




Macierz incydencji dla hipergrafu Hi: 110001
4L4={0 1 1 1 0 0
000011

Hipergraf dualny

Dla kazdego hipergrafu H = (V; E}istnieje hipergraf dualny ™ = (E, V),
ktorego krawedzie odpowiadajg wierzchotkom hipergrafu H, natomiast
wierzchotki - krawedziom.

Macierz incydencji A* hipergrafu dualnego H* - .
jest transponowang macierzg A hipergrafu H.

Przyktadowa macierz Aj hipergrafu dualnego Al =
do hipergrafu Hi ze strony poprzednie;j.
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